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Îïßòü çà òðè êîïåéêè ñ÷àñòüß æä¼ò...
Ë. Ñåðãååâ
Ñëåäóþùàß çàäà÷à ïðåäëîæåíà àâòîðàìè äëß ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû, ïî-
ñâßù¼ííîé 225-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî:
Çàäà÷à 1. Áèëåò íàçûâàåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-ïèòåðñêè, åñëè ñóììà åãî
öèôð, ñòîßùèõ íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, ñîâïàäàåò ñ ñóììîé öèôð, ñòîßùèõ íà
íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Íàçîâåì áèëåò ñ÷àñòëèâûì ïî-êàçàíñêè, åñëè âñå åãî
öèôðû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñß ãðóïïû òàê, ÷òî ñóììà
öèôð â îäíîé ñîâïàäàåò ñ ñóììîé öèôð â äðóãîé.
a) Ïóñòü PΠ(n)  âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçßòûé n-çíà÷íûé
áèëåò ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-ïèòåðñêè. Íàéòè limn→∞ PΠ(n).
á) Ïóñòü PK(n) âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçßòûé n-çíà÷íûé áè-
ëåò ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-êàçàíñêè. Íàéòè limn→∞ PK(n).
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ïîßñíèì, ÷òî íîìåðà â êàòóøêå ñ áèëåòàìè
ìîãóò íà÷èíàòüñß ñ öèôðû 0. Íàïðèìåð, äëß n = 3 ìíîæåñòâî âñåõ áèëåòîâ
èìååò âèä : {000, 001, 002, . . . , 999}. Â ÷àñòíîñòè, PΠ(2) = PK(2) = 0.1.
Îñíîâíîé öåëüþ ýòîé çàìåòêè ßâëßåòñß îáîáùåíèå ýòîé çàäà÷è, â êîòî-
ðîì âìåñòî öèôð {0, 1, . . . , 9} ðàññìàòðèâàåòñß ïðîèçâîëüíîå öåëî÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî ñ êàêèì óãîäíî âåðîßòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà í¼ì.
Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà àêêóðàòíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1.
Ïóíêò a) ýòîé çàäà÷è ñîâñåì íå îðèãèíàëåí: âåðîßòíîñòè ïðèîáðåòåíèß
ñëó÷àéíîãî áèëåòà ñ÷àñòëèâîãî ïî-ïèòåðñêè èëè ïî-ìîñêîâñêè ïîñâßùåíî
ìíîãî ëèòåðàòóðû (ñì. [1, c. 147148], [7], [5]). Íèæå ìû äàäèì ñíà÷àëà ðå-
øåíèå çàäà÷è 1.à ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïîñëåäíßß
íå ÷àñòî èñïîëüçóåòñß â ýòîé çàäà÷å, õîòß ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è äëß ïî-
ëó÷åíèß òî÷íîé àñèìïòîòèêè (ñì. Óïðàæíåíèå 1). Ìû òàêæå äàäèì âòîðîé
ñïîñîá ðåøåíèß ýòîé çàäà÷è. Îí ÷óòü äëèííåå ïðåäûäóùåãî, íî èñïîëüçóåò
òîëüêî ýëåìåíòàðíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Ýòîò ñïîñîá îáîáùàåòñß íà
ñëó÷àé áèëåòîâ, öèôðû êîòîðûõ áåðóòñß èç áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà Z
(ñì. Óïðàæíåíèå 4.a).
Ðåøåíèå çàäà÷è 1.a, 1-é ñïîñîá. Ïóñòü (x1, . . . , xn)  öèôðû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî áèëåòà, îáîçíà÷èì ÷åðåç ξi ðàçíîñòè x2i−x2i−1, i = 1, . . . , [n/2].
Î÷åâèäíî, ÷òî ξi  íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
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êîíå÷íîé äèñïåðñèåé, îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç V . Öåíòðàëüíàß ïðåäåëüíàß òåî-
ðåìà (ñì. [2]) óòâåðæäàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëß ëþáîãî ε > 0 èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå
P(|
[n/2]∑
i=1
ξi| < ε
√
[n/2]V )
n→∞−−−−→
∫ ε
−ε
1√
2pi
exp(−x2/2) dx. (1)
Äëß ÷¼òíîãî n áèëåò ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì, åñëè
∑[n/2]
i=1 ξi = 0. Äëß íå÷¼ò-
íîãî n áèëåò ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì, åñëè
∑[n/2]
i=1 ξi = xn. Â ëþáîì ñëó÷àå
âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî áèëåò ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ìåíüøå
P(|
∑[n/2]
i=1
ξi| 6 const), (2)
ãäå const = max |xn| (ò.å. const = 9 â äàííîì ñëó÷àå).
Çàôèêñèðóåì â (1) ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε > 0. Ïðè n > 2(const/ε)2/V
ñðàâíèâàß ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ (2) ïîëó÷àåì, ÷òî PΠ(n)
n→∞−−−−→ 0.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîëüçóßñü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, âû÷èñ-
ëèòü ïðåäåë limn→∞
PΠ(n)
1/
√
n
.
Ðåøåíèå çàäà÷è 1.a, 2-é ñïîñîá. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî áîëü-
øîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è äîêàæåì, ÷òî limn→∞ PΠ(n) 6 1/N . Ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z(n) =
∑n
i=1 xi(−1)i−1 â êîëüöå îñòàòêîâ îò äå-
ëåíèß íà N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(n, k) ñîáûòèå: Z(n) = k mod N . Áèëåò
(x1, . . . , xn) áóäåò ñ÷àñòëèâûì ïî-ïèòåðñêè òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçîéäåò
ñîáûòèå A(n, 0). Ìû äîêàæåì, ÷òî âåðîßòíîñòè ñîáûòèé A(n, k) ñòðåìßòñß
ê 1/N íåçàâèñèìî îò k = 0, . . . , N − 1 ïðè n→∞.
Îáîçíà÷èì äëß êðàòêîñòè âåðîßòíîñòü P(A(n, k)) ÷åðåç p(n, k). Â ñèëó
ôîðìóëû ïîëíîé âåðîßòíîñòè èìååì
p(n+m, k) =
∑N−1
j=0
p(n, j) p
(
m, (k − j)(−1)n),
çäåñü N ñîáûòèé A(n, j) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé ñ âåðîßòíîñòß-
ìè p(n, j), à p
(
m, (k−j)(−1)n)  ñîîòâåòñòâóþùèå èì óñëîâíûå âåðîßòíîñòè
ïåðåõîäà èç ñîñòîßíèß A(n, j) â ñîñòîßíèå A(n+m, k).
Äëß äàëüíåéøåãî íàì âàæíî çíàòü ëèøü, ÷òî âñå p íåîòðèöàòåëüíû,∑N−1
j=0 p(`, j) = 1, ` ∈ N, ïðè÷åì min06j<N{p(m, j)} = εm > 0, ïðèm > [N/9].
Ïóñòü ∆(n, j) = p(n, j)− (1/N), çàìåòèì, ÷òî ∑N−1j=0 ∆(n, j) = 0.
Äëß ëþáîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|∆(n+m, k)| =
∣∣∣∣∑N−1j=0 ∆(n, j) p(m, (k − j)(−1)n)
∣∣∣∣ 6 max06j<N |∆(n, j)| .
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Çàôèêñèðóåì òåïåðü mN = [N/9] + 1 è δN = εmN è óñèëèì ïðåäûäóùåå
íåðàâåíñòâî:
|∆(n+mN , k)| =
∣∣∣∣∣∣
N−1∑
j=0
∆(n, j)
(
p
(
m, (k − j)(−1)n)− δN)
∣∣∣∣∣∣ 6
max
06j<N
|∆(n, j)|
N−1∑
j=0
∣∣∣(p(m, (k − j)(−1)n)− δN)∣∣∣ = (1−NδN ) max
06j<N
|∆(n, j)| .
Òàêèì îáðàçîì, maxj |∆(n, j)| ïðè n → ∞ ñòðåìèòñß ê íóëþ áûñòðåå,
÷åì ãåîìåòðè÷åñêàß ïðîãðåññèß ñî çíàìåíàòåëåì (1−NδN )8/N . Îòñþäà âû-
òåêàåò, ÷òî limn→∞ p(n, k) = 1/N ïðè âñåõ k è, â ÷àñòíîñòè, limn→∞ PΠ(n) 6
1/N . 
Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóòè óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ëþáàß
êîíå÷íàß ìàðêîâñêàß öåïü ñ öèðêóëßíòíîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà èìååò ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ðàâíûìè âåðîßòíîñòßìè äëß âñåõ äîñòèæèìûõ ñî-
ñòîßíèé.
Ðåøåíèå çàäà÷è 1.á. Ïóñòü (x1, . . . , xn)  öèôðû ðàññìàòðèâàåìîãî
áèëåòà, S =
∑n
i=1 xi  èõ ñóììà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñ âåðîßòíîñòüþ 1/2
ñóììà S íå÷¼òíà. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé áèëåò íå
ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-êàçàíñêè.
Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ÷¼òíîé ñóììû S îöåíèì äîëþ áèëå-
òîâ, ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå 8 åäèíè÷åê. Îáîçíà÷èì ðàññìàòðèâàåìîå
ñîáûòèå ÷åðåç A. Äëß ãðóáîé îöåíêè ñíèçó P(A) ðàçîáúåì íàáîð èç n öèôð
íà íåïåðåñåêàþùèåñß ãðóïïû ïî 8 öèôð. Äëß êàæäîé òàêîé ãðóïïû âåðî-
ßòíîñòü òîãî, ÷òî îíà îòëè÷íà îò 11111111 ðàâíà 1− 0.18, ïîýòîìó
P(A) > 1− (1− 0.18)[n/8] n→∞−−−−→ 1.
Òàêèì îáðàçîì, äëß ëþáîãî çàðàíåå çàäàííîãî ε > 0 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
n íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî äîëß áèëåòîâ, ñðåäè öèôð êîòîðûõ íå ñîäåðæèò-
ñß 8 åäèíè÷åê, ìåíüøå ε. Ñ÷àñòëèâîñòü ïî-êàçàíñêè òàêèõ áèëåòîâ íàì
ñëîæíî àíàëèçèðîâàòü. Çàòî îñòàëüíûå áèëåòû óäîáíû äëß äàëüíåéøåãî
ðàññìîòðåíèß.
Ñðåäè áèëåòîâ ñ ÷¼òíîé ñóììîé S âîçüì¼ì òîëüêî òàêèå óäîáíûå äëß
ðàññìîòðåíèß áèëåòû. Äîêàæåì, ÷òî âñå îíè ßâëßþòñß ñ÷àñòëèâûìè ïî-
êàçàíñêè. Î÷åâèäíî, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü àëãîðèòì âûáîðà öèôð
äàþùèõ â ñóììå S/2.
Âû÷åðêíåì ñíà÷àëà èç ðàññìàòðèâàåìîãî áèëåòà 8 åäèíè÷åê. Áóäåì âêëþ-
÷àòü â èñêîìûé íàáîð ïî î÷åðåäè âñå íåâû÷åðêíóòûå öèôðû äî òåõ ïîð, ïî-
êà îíè ëèáî íå çàêîí÷àòñß, ëèáî èõ ñóììà ïîñëå âçßòèß ñëåäóþùåé öèôðû
íå ñòàíåò áîëüøå S/2 (î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñóììà ñòàíåò â òî÷íîñòè ðàâíîé
S/2, òî èñêîìûé íàáîð íàéäåí). Åñëè âçßòûé íàáîð ñîäåðæèò âñå íåâû÷åðê-
íóòûå öèôðû, òî èõ ñóììà S′ ìåíüøå S/2, à ñóììà âû÷åðêíóòûõ åäèíè÷åê
ñîîòâåòñòâåííî áîëüøå S/2, òî åñòü S/2 < 8, òåì áîëåå S/2 − S′ < 8. Åñ-
ëè æå âçßòûé íàáîð ñîäåðæèò íå âñå íåâû÷åðêíóòûå öèôðû, òî åãî ñóììà
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S′ îòëè÷àåòñß îò S/2 íå áîëåå, ÷åì íà 8, ïî ïîñòðîåíèþ. Â îáîèõ ñèòóàöè-
ßõ äîïîëíèâ âçßòûé íàáîð íåîáõîäèìûì ÷èñëîì åäèíèö (èç òåõ, ÷òî áûëè
âû÷åðêíóòû âíà÷àëå), ìû ïîëó÷èì èñêîìûé íàáîð.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëß ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî 1/2 − ε 6 PK(n) 6 1/2, çíà÷èò
PK(n)
n→∞−−−−→ 1/2. 
Ñëåäóþùàß òàáëèöà èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé âåðîßò-
íîñòåé PΠ(n) è PK(n) ñ ðîñòîì n:
n PΠ(n) PK(n)
2 0.10 0.10
3 0.055 0.136
4 0.0670 0.2056
5 0.04840 0.29246
6 0.055252 0.376414
7 0.0436975 0.4366881
8 0.04816030 0.47111408
9 0.040051495 0.487875964
10 0.0432457640 0.4951921240
11 0.03715101654 0.49815780829
12 0.039581170420 0.499304300676
13 0.0347847754670 0.4997363405880
14 0.03671331273480 0.49989815235610
15 ? ?
16 0.0343900019857310 0.4999832460244272
17 0.03113537578058979 0.49999282163551040
18 0.032458256583753952 0.499996822399017380
19 0.0296896918816556380 0.4999985554326500949
20 0.03081918923741896840 0.49999932964605448756
21 0.028426639840832015685 0.499999684083134646700
Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà íåáîëüøèå îñöèëëßöèè PΠ(n), â òî âðåìß
êàê PK(n) ìîíîòîííî ñòðåìèòñß ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ñ ðîñòîì n.
Óïðàæíåíèå 2. Âû÷èñëèòå (íàïèñàâ êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó) òî÷íûå
çíà÷åíèß PΠ(15) è PK(15).
Îñòàâøàßñß ÷àñòü çàìåòêè ïîñâßùåíà îáîáùåíèþ çàäà÷è 1, â êîòîðîì
âìåñòî öèôð áèëåòà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ íà ìíîæåñòâå {0, . . . , 9},
ðàññìàòðèâàþòñß ïðîèçâîëüíûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû xi. Ýòè âåëè÷èíû áóäóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèß â êîíå÷íîì
öåëî÷èñëåííîì ìíîæåñòâå Y = {y1, . . . , yr}, r > 1. Âåðîßòíîñòíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå îáîçíà÷èì ÷åðåç p: p = (p1, . . . , pr), pj > 0; íàáîð
èç n ýêçåìïëßðîâ òàêèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xi îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç x(n).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü PΠ(n) âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî äëß ñëó÷àéíîãî íàáîðà
x(n) âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
∑
i:i mod 2=0 xi =
∑
i:i mod 2=1 xi. Ïóñòü PK(n)
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âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî èíäåêñû [n] = {1, . . . , n} ýëåìåíòîâ íàáîðà x(n)
ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè I è J = [n] \ I òàê, ÷òî ∑i∈I xi = ∑i∈J xi
(íàçîâåì òàêèå íàáîðû x(n) ñ÷àñòëèâûìè ïî-êàçàíñêè). Òîãäà
a) limn→∞ PΠ(n) = 0; á) limn→∞(PK(n) + PK(n+ 1))/2 = 1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèß ïóíêòà a) äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì
ðåøåíèåì çàäà÷è 1.a.
Íàëè÷èå ñóììû PK(n) + PK(n+ 1) â ôîðìóëèðîâêå ïóíêòà á) îòëè÷àåò
Òåîðåìó 1 îò çàäà÷è 1.
Óïðàæíåíèå 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà Y , |Y | = 2, äëß êîòîðîãî
limn→∞ PK(n) íå ñóùåñòâóåò.
Î÷åâèäíî, ÷òî â óñëîâèè Òåîðåìû 1 áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë y1, . . . , yr ðàâåí åäèíèöå.
Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî Y êîíå÷íî. Ïðåäñòàâëßåò
èíòåðåñ àíàëîã Òåîðåìû 1 äëß ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ñ÷¼òíîì öåëî-
÷èñëåííîì ìíîæåñòâå.
Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû xi ïðèíèìàþò ñ÷¼òíîå ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé.
a) Äîêàæèòå, ÷òî ïî ïðåæíåìó limn→∞ PΠ(n) = 0.
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèß, äëß êîòîðîãî limn→∞ PK(n) = 0.
Ïóíêò á Òåîðåìû 1 èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå ðàç-
áèåíèß. Íàïîìíèì òî÷íóþ ïîñòàíîâêó ýòîé êîìïüþòåðíîé ïðîáëåìû ([3, 6]).
Êîìïüþòåðíàß çàäà÷à 1 (ïðîáëåìà ðàçáèåíèß). Èìååòñß ïðîèçâîëü-
íûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x1, . . . , xn). Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå [n]
íà ÷àñòè I è J = [n] \ I, òàêîå, ÷òî ∑i∈I xi = ∑i∈J xi.
Ýòî ïðîáëåìà îòíîñèòñß ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷, åñëè íà çíà÷åíèß xi
íå íàêëàäûâàåòñß íèêàêèõ óñëîâèé. Åñëè îíè îãðàíè÷åíû, êàê â Òåîðåìå 1,
òî ñóùåcòâóþò êâàäðàòè÷íûå è äàæå ëèíåéíûå àëãîðèòìû äëß ðåøåíèß
çàäà÷è î ðàçáèåíèè (ñì., â ÷àñòíîñòè, [6, ðàçäåë 17.3]). Íèæå ìû ïðèâåä¼ì
ïðîñòîé êðèòåðèé, êîòîðûé ïîçâîëèò íèêîãäà íå îøèáàòüñß â ñèòóàöèè, êî-
ãäà ýòîò êðèòåðèé âûäàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò î ñóùåñòâîâàíèè ðàçáèåíèß
(ñì. Ëåììó 1). Êðîìå òîãî, åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà (x1, . . . , xn) ïðåäñòàâ-
ëßþò ñîáîé ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà x(n) èç Òåîðåìû 1, òî, êàê ìû
äîêàæåì â Ëåììå 2, âåðîßòíîñòü îøèáêè â ñëó÷àå ïðîõîæäåíèß êðèòåðèß
ñòðåìèòñß ê íóëþ, êîãäà n ñòðåìèòñß ê áåñêîíå÷íîñòè.
Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè èãðàåò íàèáîëüøèé îáùèé äå-
ëèòåëü ÷èñåë èç íàáîðà x(n), îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç d(x). Íàì òàê æå óäîáíî
ââåñòè îáîçíà÷åíèå S(x) äëß ñóììû
∑n
i=1 xi.
Ëåììà 1 (êðèòåðèé íåñóùåñòâîâàíèß ðàçáèåíèß). Åñëè S(x) â íå÷¼òíîå
÷èñëî ðàç áîëüøå d(x), òî íàáîð x(n) íå ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî êàçàíñêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ñîêðàùåíèå âñåõ xi íà d(x) ñâîäèò âñ¼ ê ñëó÷àþ
d(x) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàçáèòü íå÷¼òíîå S(x) íà äâå ðàâíûå
öåëûå ÷àñòè, ÷òî íåâîçìîæíî. 
Êëþ÷åâàß èäåß äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1 îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé Ëåì-
ìå.
Ëåììà 2. Ïóñòü äëß íàáîðà x(n) èç Òåîðåìû 1 âûïîëíåíî: S(x) â ÷¼òíîå
÷èñëî ðàç áîëüøå d(x). Òîãäà äëß ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε ìîæíî íàé-
òè N = N(ε, Y,p) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n > N ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð x(n)
ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-êàçàíñêè ñ âåðîßòíîñòüþ áîëüøåé 1− ε.
Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü Ëåììó 2 îáñóäèì âåðîßòíîñòü âûïîëíåíèß îãðà-
íè÷åíèß S(x) â ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç áîëüøå d(x) èç å¼ óñëîâèß.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âñå yj , j = 1, . . . , r, íå÷¼òíû, òî ñîáûòèå S(x) â ÷¼ò-
íîå ÷èñëî ðàç áîëüøå d(x) ßâëßåòñß äîñòîâåðíûì ïðè ÷¼òíîì n è íåâîçìîæ-
íûì ïðè íå÷¼òíîì n. Ñëåäîâàòåëüíî â äàííîé ñèòóàöèè, ñîãëàñíî Ëåììå 1,
èìååì PK(2n− 1) = 0, à ñîãëàñíî Ëåììå 2, limn→∞ PK(2n) = 1. Ñåé÷àñ ìû
ðàññìîòðèì áîëåå òèïè÷íûé ñëó÷àé.
Ëåììà 3. Äîïóñòèì, ÷òî â ìíîæåñòâå Y ñîäåðæèòñß õîòß áû îäíî
÷¼òíîå ÷èñëî y. Òîãäà âåðîßòíîñòü òîãî, ÷òî äëß ñëó÷àéíîãî íàáîðà x(n)
âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå S(x) ÷¼òíî, ñòðåìèòñß ê 12 ïðè n→∞.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3: Ïóñòü an  âåðîßòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî
ñîáûòèß äëß ñëó÷àéíîãî íàáîðà x(n) è bn = 1 − an  âåðîßòíîñòü ïðîòè-
âîïîëîæíîãî ñîáûòèß. Çàìåòèì, ÷òî 1 > a1, èíà÷å åäèíèöà íå ìîãëà áû
áûòü íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y . Â ñèëó óñëî-
âèß ëåììû, a1 > 0. Ïîýòîìó 0 < a1 < 1, òåì áîëåå |a1 − b1| < 1.
Èìååì
an =
∑
`:` mod 2=0
(
n
`
)
b`1a
n−`
1 , bn =
∑
`:` mod 2=1
(
n
`
)
b`1a
n−`
1 .
Cëåäîâàòåëüíî, an − bn = (a1 − b1)n n→∞−−−−→ 0. 
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êîíå÷íîñòè r ñî ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå âå-
ðîßòíîñòüþ 1− δ â ñëó÷àéíîì íàáîðå x(n) áóäóò ïðècóòñòâîâàòü âñå çíà÷å-
íèß yj , j = 1, . . . , r, åñëè òîëüêî n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ñîîòâåòñòâåííî, äîëß
òåõ íàáîðîâ x(n), äëß êîòîðûõ d(x) îòëè÷íî îò åäèíèöû ìåíüøå δ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Ëåììà 3 îñòà¼òñß âåðíîé ïðè çàìåíå ñîáûòèß A =S(x) ÷¼òíî
íà ñîáûòèå A′ =S(x) â ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç áîëüøå d(x) â å¼ ôîðìóëèðîâêå.
Àíàëîãè÷íî è â Ëåììå 2, ñîáûòèå A′ ìîæíî çàìåíèòü íà ñîáûòèå A, ïî-
ñêîëüêó A′ ⊆ A è âåðîßòíîñòü ñîáûòèß A \ A′ ñîñòàâëßåò àñèìïòîòè÷åñêè
íóëåâóþ äîëþ îò âåðîßòíîñòè ñîáûòèß A.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2: Êàê òîëüêî ÷òî áûëî îòìå÷åíî, â óñëî-
âèè Ëåììû âìåñòî ñîáûòèß S(x) â ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç áîëüøå d(x) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèå S(x) ÷¼òíî.
Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèß íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëß (åäèíèöû) â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè yj ñ íåêèìè êîýôôèöèåíòàìè cj [4]. Ïóñòü M = maxj |yj |. Íàì
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áóäóò óäîáíû íàáîðû x(n), â êîòîðûõ íàéäåòñß ïî êðàéíåé ìåðå M |cj | ÷è-
ñåë, ðàâíûõ yj , j = 1, . . . , r. Íàçîâåì òàêèå íàáîðû óäîáíûìè ïî-êàçàíñêè.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äîëß óäîáíûõ ïî-êàçàíñêè íàáîðîâ ñðåäè âñåõ
íàáîðîâ ñòðåìèòñß ê åäèíèöå ïðè n ñòðåìßùåìñß ê áåñêîíå÷íîñòè ëåãêî ïî-
ëó÷àåòñß òåì æå ïðè¼ìîì, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî ôàêòà î äîëå
áèëåòîâ ñîäåðæàùèõ 8 åäèíè÷åê (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1.á). Òàêèì îáðàçîì,
íàì îñòàåòñß ïðåäúßâèòü ßâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèß ìíîæåñòâ I è J â ñè-
òóàöèè, êîãäà S(x) ÷¼òíî è ðàññìàòðèâàåìûé íàáîð x(n) ßâëßåòñß óäîáíûì
ïî-êàçàíñêè.
Óïðàæíåíèå 5. Ìîäèôèöèðóß ðåøåíèå çàäà÷è 1.á, äîêàæèòå, ÷òî åñëè
íàáîð x(n) ßâëßåòñß óäîáíûì ïî-êàçàíñêè è ñóììà åãî öèôð S(x) ÷¼òíà,
òî ýòîò íàáîð ßâëßåòñß ñ÷àñòëèâûì ïî-êàçàíñêè.
Óïðàæíåíèå 5 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. 
Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 1, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ Ëåìì. Ïî-
ïóòíî ìû ïîñòðîèëè ïðîñòîé àëãîðèòì ðåøåíèß çàäà÷è î ðàçáèåíèè. Îí
ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, åñëè ñòàòèñòèêà èñõîä-
íûõ äàííûõ óäîâëåòâîðßåò íàøèì ïðåäïîëîæåíèßì. Êàê è âî ìíîãèõ äðó-
ãèõ çàäà÷àõ, âåðîßòíîñòíûé âçãëßä íà ìèð ïîçâîëèë äàòü ïðîñòîå ðåøåíèå
íåòðèâèàëüíîé ïðîáëåìû ïî÷òè äëß âñåõ òèïè÷íûõ ñëó÷àåâ.
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